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Рассматриваем сингулярные линейные дифференциальные системы: 
исходную
	 ex = A(t)x,  x ∈ R n,  e ∈ (0,1],  t ≥ 0,  n ≥ 2, (1A/ε)
с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей коэффициентов A(t), совокупностью характери-
стических показателей (характеристической совокупностью) l(A / e) ≡ (l1(A / e), ..., l n(A / e)) ∈ R
 n 
и возмущенную
	 ey = A(t)y + Q(t)y,  y ∈ R n,  e ∈ (0, 1],  t ≥ 0, (1(A+Q)/ε)
с достаточно малыми возмущениями Q(⋅), имеющими норму 
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≤ δ  – мало (или экви- 





чтобы оценить точные верхнюю 
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′ω = l +  предельные границы изменения соответственно старшего ln(A + Q) и млад-
шего l1(A + Q) характеристических показателей возмущенной системы (1A+Q) (в случае e = 1), 
Р. Э. Виноградом [1; 2] введены понятия младшего ( )Aω  и старшего ( )AW  центральных показате-
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Позднее В. М. Миллионщиковым [3] была доказана их достижимость.
Для исследования равномерной экспоненциальной устойчивости и неустойчивости диф-
ференциальных систем по линейному приближению используются младший 0 ( )Aω  и старший 






( ) lim lim ln || ( , ) || ,
1





A X kT T kT
T









введенные П. Болем [4] (и независимо от него к. П. Персидским [5]).
В случае отрицательности старшего центрального ( )AW  (или старшего особого 0 ( )AW ) пока-
зателя системы (1A) нулевое решение возмущенной системы (1A+Q) с достаточно малым по норме 
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на полуоси [0, )+ ∞  возмущением Q будет экспоненциально устойчиво (см., напр., [6, c. 50, 108; 7, 
с. 45, 108]), и тем самым справедливо свойство ( ) 0y t →  при t →+∞ для всех решений системы (1A+Q).
Заметим, что свойства центральных и особых показателей линейных дискретных систем из-
учались в работах А. чорника [8; 9].
Возникают, в частности, два вопроса:
1) существуют ли такие системы (1A) с кусочно-непрерывными ограниченными коэффициента-
ми и отрицательными старшими центральными показателями ( )AW  (или отрицательными стар-
шими особыми показателями 0 ( )AW ), что старшие центральные ( / )AW e  (или особые 0 ( / )AW e ) 
показатели систем (1A/ε) при некоторых значениях e ∈ (0, 1] оказываются положительными;
2) в случае отрицательного ответа на первый вопрос, существуют ли такие системы (1A) 
с кусочно-непрерывными ограниченными коэффициентами и старшими центральными и осо-
быми показателями 0 0( ) ( ) ( / ) ( / ) 0,A A A AW =W = eW e = eW e <  а также как угодно малое на полу-
оси [0, )+∞  возмущение Q, что старшие центральные (( ) / )A QW + e  (или особые 0 (( ) / )A QW + e ) 
показатели оказываются положительными при некоторых значениях e ∈ (0, 1] (или даже их счет-
ном числе).
Ответ на первый поставленный вопрос дает теорема 1.
Т е о р е м а  1.  Для произвольных чисел 0,M >  ( / 3, 0)MW∈ −  существуют: 
1) двумерная система (1A) с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей коэффициентов A(t), 
|| ( ) || ,A t M≤  0;t∀ ≥
2) две последовательности { } 0me ↓ +  и { ' } 0,me ↓ +  ,m∈  значений параметра e > 0, такие, 
что исходная система (1A) имеет совпадающие старший центральный ( )AW  и старший особый 
0 ( )AW  показатели 0( ) ( ) ,A AW =W =W  а старшие центральный ( / )AW e  и особый 0 ( / )AW e  пока-
затели сингулярной системы (1A/e) одновременно оказываются положительными и отделенны-
ми от нуля на счетном множестве значений параметра me = e  и отрицательными на другом 
счетном множестве значений параметра 'me = e  для каждого фиксированного натурального m.
С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а.  Для построения линейной системы по заданным в условии 
теоремы числам 0M >  и ( / 3, 0)MW∈ −  определяем величины
 















При таком определении справедливы неравенства
 0 ,a b M< < ≤   0 ,< D < ω  (5)






 оказывается равным заданному значению Ω. С помощью величин a, b, 
Δ, ω, определенных равенствами (4), теперь можно определить элементы 2 × 2-матрицы коэффи-
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0, [2 , (2 1) ) [(2 1) , (2 2) ),t k k k k
+ ω
 ∈ ω + ω− D ∪ + ω + ω− D
где k ∈ N È {0}. Из неравенств (5) следует, что при таком определении коэффициентов построен-
ной системы выполнено необходимое условие || ( ) || ,A t M≤  0.t∀ ≥
Вычисляя непосредственно по формулам (2), (3), получаем, что старший центральный и стар-
ший особый показатели построенной системы оказываются равными заданному числу 
0( ) ( ) ( ) 0.
2
A A a b
ω− D
W =W = − = W <
ω
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Если же теперь рассматривать соответствующую сингулярную возмущенную систему (1A/e), 
то непосредственными вычислениями получаем, что для значений параметра 2 / ( 4 ) 0,m mM m →+∞e = e = D p + p →+ 
2 / ( 4 ) 0,m mM m →+∞e = e = D p + p →+  m∈N , старшие центральный и особый показатели построенной системы 
/(1 )mA e  оказываются положительными и отделенными от нуля:
0
2





A AW e = W e = >
e
а для значений параметра e  при производной, взятых из последовательности 1 1' (2 1) 0,m mm M
− −
→+∞
e = + p D →+ 1 1' (2 1) 0,m mm M
− −
→+∞
e = + p D →+  m∈N , старшие центральный и особый показатели построенной 
системы /(1 )mA e  отрицательны:
1
0( / ' ) ( / ' ) ' 0.m m mA A
−W e = W e = e W <
Теорема 1 доказана.
З а м е ч а н и е  1.  Можно показать, что младшие центральный ( / )Aω e  и особый 0 ( / )Aω e  
показатели линейной системы, построенной при доказательстве теоремы 1, отрицательны на 
указанных множествах значений параметра e:
1
0( / ) ( / ) (2 / 3) 0,A A M
−ω e = ω e = − e <   { } { ' } {1}.m me∈ e ∪ e ∪
Положительный ответ на второй вопрос содержит
Т е о р е м а  2.  Для произвольных чисел 0M >  и ( / 3,0)MW∈ −  существуют: 
1) двумерная система (1A) с кусочно-непрерывной ограниченной матрицей коэффициентов A(t), 
|| ( ) || ,A t M≤  и отрицательными старшим центральным ( )AW  и старшим особым 0 ( )AW  пока- 
зателями 0( ) ( ) 0,A AW =W =W <  а также отрицательными показателями 0 0( ) ( ) ( / ) ( / ) 0A A A AW =W = eW e = eW e = eW < 
0 0( ) ( ) ( / ) ( / ) 0A A A AW =W = eW e = eW e = eW <  соответствующей сингулярной системы (1A/e) при всех значе- 
ниях e > 0;
2) кусочно-непрерывное возмущение Q(⋅) с нормой || ( ) || ,Q t ≤ δ  0,t∀ ≥  при любом как угодно ма-
лом 0δ >  и последовательность { } 0me ↓  такие, что сингулярная возмущенная система (1(A+Q)/e) 
имеет старшие центральный (( ) / )A QW + e  и особый 0 (( ) / )A QW + e  показатели, которые одно-
временно оказываются положительными и отделенными от нуля на счетном множестве зна-
чений параметра me = e  для каждого фиксированного натурального m.
С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а.  Выбираем произвольные числа Δ > 0 и δ > 0, а числа a, b, ω 
определяем следующим образом:
3 0,a M= + W >   0,b M= >   3 .ω= D
В силу такого определения значение выражения 1 ( ) 1
2
a b
D − − ω 
 находится в пределах от –M / 3 
до нуля и обеспечивается выполнение равенства 
1
( ) 1 ( / 3, 0).
2
a b M
D − − = W∈ − ω 
 
Определим элементы матрицы коэффициентов 1 2( ) diag[ ( ), ( )]A t a t a t=  исходной системы (1A):
1
2
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( ) , [2 , (2 1) ),
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, [(2 1) , (2 2) ),
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t k k k k
a t b t k k
a t k k
∈ + ω− D + ω ∪ + ω− D + ω
= ∈ ω + ω− D
− ∈ + ω + ω− D
∈ + ω− D + ω ∪ + ω− D + ω
= ∈ ω + ω− D
− ∈ + ω + ω− D
где k ∈ N È {0}. Непосредственными вычислениями по формулам (2), (3) получаем, что старший 
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а поэтому характеристические показатели 1( )Al  и 2 ( )Al  этой системы также будут отрицатель-
ными [6, c. 108]. Поскольку построенная система (1A) диагональна, то соответствующая сингу-
лярная система (1A/ε) имеет характеристические показатели 
1( / ) ( ) 0,i iA A
−l e = e l <  1, 2,i =  и явля-
ется асимптотически устойчивой. Для этой же диагональной системы отрицательными оказыва-
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 при [ , ),t k k∈ ω− D ω  k ∈ N, и нулевой 
на остальных промежутках времени. При этом обеспечивается выполнение неравенства 
|| ( ) || ,Q t ≤ δ  0.t∀ ≥
Непосредственными вычислениями можно убедиться, что для системы (1(A+Q)/e), построен-
ной таким образом, характеристический показатель [ ]yl  решения 0( , , ),y t y e  0(0, , ) [1, 0] ,







e = e = →+
p+ p
 m ∈ N, имеет представление 1[ ] (2 / 3) 0.y a−l = e >  Поэтому 
старший характеристический показатель 2 (( ) / )mA Ql + e  этой системы положителен и отделен 
от нуля. 
По указанной при доказательстве теоремы 2 последовательности { } 0me ↓  можно сделать вы-
вод о положительности верхней предельной границы изменения старшего характеристического 
показателя сингулярной возмущенной системы ( )/(1 ),mA Q+ e  а следовательно, и о положительности 
старшего центрального (( ) / )mA QW + e  и старшего особого 0 (( ) / )mA QW + e  показателей. Непо-
средственными вычислениями по формулам (2) и (3), примененными к линейной системе с матри-
цей коэффициентов 1( ),m A Q
−e +  также получаем 10(( ) / ) (( ) / ) (2 / 3) 0.m mA Q A Q a
−W + e = W + e = e >  
Теорема 2 доказана.
З а м е ч а н и е  2.  коэффициенты систем, построенных при доказательстве теорем 1 
и 2, можно сделать бесконечно дифференцируемыми.
З а м е ч а н и е  3.  Эффект одновременной смены знака старшего центрального и старшего 
особого показателей под действием малых возмущений на бесконечном (счeтном) числе значе-
ний малого положительного параметра при производной, выявленный в настоящей работе для 
двумерных линейных сингулярных дифференциальных систем, можно обобщить и на случай си-
стем произвольной размерности.
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SIGN CHANGING OF THE CENTRAL EXPONENT AND THE GENERAL EXPONENT  
OF LINEAR SINGULAR SYSTEMS
Summary
The existence of 2D linear differential systems with bounded piecewise continuous coefficients and a negative senior 
general exponent, such that the higher central exponent of the corresponding singular system is positive on a countable set 
of values of the positive parameter under derivative, is proved. Also, the existence of 2D linear singular differential systems 
with the effect of sign changing of the higher central exponent and the higher general exponent under small linear perturba-
tions at an infinite number of small positive values for a parameter under derivative is proved. The result can be generalized 
to the case of systems of arbitrary dimension, and can be stated in the class of linear systems with infinitely differentiable 
coefficients.
